Abb. 50: »Ceci n'est pas un groupex.
Warum Anja, Bert, Cecile und David keine mathematische Gruppe bilden.
Fotografie: Doktoranden der HGS MathComp, Heidelberg 2017.
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Mathematik

Eine Sprache und ihre Schrift

Viele Schwierigkeiten in der gesellschaftlichen
Akzeptanz der Mathematik beruhen nicht nur
auf ihrer Komplexitat und strengen Logik, son-
dern zu einem bedeutenden Teil auch auf ihrer
eigenen Sprache und Schrift. Die Verwendung ei-
gener Fachbegriffe, die in der Alltagssprache eine
andere Bedeutung haben (wie >Ring< oder >Kor-
per<) und eine damit verbundene Symbolik, die
im Alltagsrechnen nicht vorkommt (wie im Aus-
druck »a ° b = c«), flihren zum Gefiihl, dass Ma-
thematik schwer verstandlich und esoterisch sei.
Warum macht die Mathematik es den Menschen
so schwer, sie zu verstehen? Drei wesentliche As-

pekte spielen hier eine Rolle.

Erstens ist die mathematische Sprache fiktional:
Die von ihr beschriebenen >Gegenstande« sind
nicht real-wirkliche Dinge, sondern Gedanken-
konstrukte. Der fehlende Bezug zu realen Beispie-
len ist keine Nachlassigkeit — er ist gewollt! Was
oft als abgehoben und akademisch verstanden
wird, gehdért zum Wesen der Mathematik: Allein
durch logisches Ableiten aus Grundannahmen
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(Axiomen) werden immer komplexere mathe-
matische Modelle erstellt. Deren Eigenschaften
sollen nicht aus Analogie zu Beispielen bestimmt
werden, sondern sie leiten sich ab aus Satzen
und Definitionen, die tiber logische Beweise ver-
bunden werden. So ist der Weg in die Praxis sogar
umgekehrt: Zu neuen mathematischen Modellen
werden erst spater Anwendungen gefunden. Ist
eine solche Anwendung zuldssig, so kénnen die in
der mathematischen Theorie abgeleiteten Eigen-
schaften Ubertragen werden. Allerdings betrach-
ten Mathematiker Anwendungen mit Skepsis,
denn dort gemachte Beobachtungen lassen sich
nichtdirekt auf das Modell tibertragen — sie muis-

sen zunachst mathematisch verifiziert werden.

Zum zweiten ist mathematische Theorie exakt —
und diese Eigenschaft findet ihren Niederschlag
in der verwendeten Sprache. In den Satzen »lst
die Klausur am Donnerstag oder Freitag?« und
»Magst du Milch oder Zucker in den Kaffee?« wird
das Wort >oder« unterschiedlich verwendet. Im
ersten Fall wird implizit die Antwort »Donnerstag
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und Freitag« ausgeschlossen, wahrend im zwei-
ten Beispiel >beide« eine statthafte Antwort ist. In
der Mathematik hat >oder« die feste Bedeutung,
die Zulassigkeit beider genannten Antwortmaog-
lichkeiten einzuschlieBen. Soll dies ausgeschlos-
sen werden, so ist zwingend die Verwendung
von >entweder ... oder< notwendig. So l3sst die
Mathematik keinen Spielraum fur Interpretation
— ein Umstand, auf dem viele Mathematikerwit-
ze basieren, denn diese feste Verankerung einer
Wortbedeutung gemall mathematischer Defini-
tion ist in einer natirlichen Sprache sehr unib-
lich. Oft schopfen gesellschaftliche Beziehungen
ihren Reiz gerade aus einer Ambivalenz des ge-
sprochenen Worts.

Zum dritten verwendet die Mathematik in ih-
rer Sprache Worte des Alltags, die sie mit einer
oft naheliegenden, aber ganz genau definierten
Bedeutung versieht. Dabei darf sich der Mathe-
matiker nicht von der weitldufigen Bedeutung
des gleichen Wortes in der Umgangssprache ab-
lenken lassen — so hat das Fachwort >Korper<
im Gebiet der Algebra wenig mit geometrischen
Kérpern zu tun. Auch werden neue Woérter erfun-
den, um spezielle Modellvarianten zu kennzeich-
nen (z.B. >Abelsche Gruppe<). Schauen wir uns
die Sprache der Mathematik an einem Beispiel
an (mathematische Termini wurden zur Abgren-
zung kursiv gesetzt). Ein zentraler Begriff der Al-
gebra ist die Gruppe. Schon das verwendete Wort
gibt hier Méglichkeiten zur Fehlinterpretation:
Was landlaufig als Gruppe bezeichnet wird (eine
Baumgruppe) ist fur den Mathematiker meist
eine Menge: Eine Ansammlung von Objekten.
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Eine Gruppe hingegen ist eine Menge, auf der es
zudem eine Verkniipfung gibt. Diese Verkniipfung
definiert flir zwei beliebige Elemente der Gruppe
ein Ergebnis. Mathematiker sind an Strukturen
mit besonderen Eigenschaften interessiert. Bei
einer Gruppe muss die Verkniipfung folgende Ei-
genschaften erfiillen:

1. Das Ergebnis der Verkniipfung muss wieder aus der

Gruppe stammen.

2. Es kommt nicht darauf an, in welcher Reihenfolge man

Teilergebnisse berechnet.

3. Es existiert ein neutrales Element, das andere Elemen-

te nicht verandert.

4. Zu jedem Element gibt es ein inverses Element. Ver-
knupft man diese beiden, ist das Ergebnis das neutrale

Element.

Beispielsweise bilden die Ganzen Zahlen mit
der Addition als Verknlpfung eine Gruppe: Die
Summe ist wieder eine ganze Zahl, man kann
»(a+b)+c« oder »a+(b+c)« rechnen, die Zahl »o«
istdas neutrale Element und flir »-3« beispielswei-
se ist »3« das inverse Element. Interessant wird es
nun, wenn wir andere Gruppenstrukturen (er)fin-
den: Als Grundmenge einer Gruppe verwenden
wir: {Anja, Bert, Cecile, David}. Als Verkntipfung
betrachten wir Gesprachsthemen: »Wenn Bert
bei Cecile im Auto mitfahrt, unterhalten sie sich
Uber David«. Wir schreiben das so: »Bert ° Cecile
= David«. Die Gesprachsthemen kann man in ei-
ner Tabelle erfassen.

° Anja Bert Cecile David

Anja Anja Bert Cecile David

Bert Bert Anja David Cecile

Cecile Cecile David Bert Cecile

David David Cecile Cecile Anja
Michael Winckler



Ubrigens: Um eine Gruppe zu erzeugen, istesauch
notwendig, Verknupfungen wie »Anja ° Anja« zu
definieren. Im Beispiel hieRe das, dass Anja allein
im Auto fahrt und Selbstgesprache fiihrt — mit
sich selbst als einzigem Thema. Die Frage ist nun:
Ist das eine Gruppe? Sind also die Gruppeneigen-
schaften erfillt?

Eigenschaft 1 ist erflillt, denn die Gesprachsthemen sind
allesamt aus der Gruppe. Etwas wie »Bert ° Cecile = Egon«
kommt nicht vor.

Eigenschaft 3 ist auch erfiillt: Anja ist das neutrale Ele-
ment: Wenn Anja sich mit jemandem unterhalt, istimmer
dieser andere das Thema. Das kann man aus Zeile 1 und
Spalte 1 erkennen.

Eigenschaft 4 ist allerdings nicht erfiillt: Cecile hat keinen
Gesprachspartner, mit dem sie Uber Anja (das neutrale
Element) spricht.

Auch Eigenschaft 2 ist nicht erfillt. Das ist allerdings we-
sentlich schwerer zu sehen. Man muss ein Gegenbeispiel
finden:

[P1] (Bert ° David) ° Cecile = Cecile ° Cecile = Bert

[P2] Bert ° (David ° Cecile) = Bert ° Cecile = David

Bei dieser Rechnung entstehen also je nach Klam-
merung zwei verschiedene Ergebnisse — und
somit unterscheidet sich das Ergebnis der Rech-
nung je nach Reihenfolge der Rechenschritte, was
nicht sein soll. Gibt es eine Méglichkeit, die Tabel-
le so zu fiillen, so dass eine Gruppe mit vier Ele-
menten entsteht? In der Tat gibt es sogar genau
zwei strukturell unterschiedliche Méglichkeiten,
eine Gruppe zu bilden. Es ergeben sich die zwei
(einzigen!) Gruppen mit vier Elementen: Die zykli-
sche Gruppe und die Kleinsche Vierergruppe.

Hier endet der kleine Diskurs in die Mathematik.
Ein einziges mathematisches Symbol (>°<) hat
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eventuell schon ausgereicht, um manchen Nicht-
Mathematiker abzuschrecken. Und doch hat
(und ist) die Mathematik eine Sprache, die zum
Studium einladt!
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